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Théoréeme : X et Y étant 2 ensembles non vides. S’il existe une
injection de X dans Y et une injection de Y dans X alors il existe
une bijection de X dans Y.

Cette propriété avait été conjecturée par Cantor (1845-1918) et fut prou-
vée par Félix Bernstein (1878-1956), & ne pas confondre avec Serguei Bern-
stein (1880-1968) qui, lui, est célebre pour ses polyndomes. Elle fut aussi
prouvée par Schroeder (1841-1902) d’ou le nom de Théoréme de Schroeder-
Bernstein que 1’on lui donne parfois.

Démonstration

La seule précaution a prendre, dans cette démonstration, quand on voudra

restreindre une application f : E — F a une partie H de E, sera de s’assurer

que la partie H n’est pas vide !

Dans toute la suite la notation |J A, désignera U A,,, sinon on précisera

n>0

en écrivant par exemple U A, et la notation E€, si E est une partie de
n>1

X (respectivement de Y'), désignera la partie complémentaire de E dans X

(respectivement dans Y).

Soit f une injection de X dans Y et g une injection de Y dans X. On définit

une suite (A,)p>0 de parties de X et une suite (By)p>0 de parties de Y par

les 2 conditions :

1) Ag=X—gY)etVn>1 A, =g(Bn-1)

2)Vn >0 By,=f(Ay)

Ces 2 conditions permettent de calculer successivement Ay, By = f(Ao),

A1 = g(Bo), B1 = f(A1), etc. On obtient ainsi tous les A,, et B, pour

n > 0.

Premier cas : si Ag = X — g(Y) = ) alors g est surjective et g est donc la

bijection cherchée. Ce qu’il fallait démontrer.

Second cas Si Ay # () alors il est clair que By = f(Ap) # 0, A1 = g(By) # 0,

By = f(A1) # 0 etc, les 2 suites (Ay,) et (By,) sont formées de parties toutes

non vides. on en déduit que les ensembles | J A, et |J B, ne sont pas vides.

Montrons que 1’on peut restreindre f au départ a | J A,,qui n’est pas vide, et



a larrivée a |JBy,. Eneffet a € | JA, = In a € A, = f(a) € f(4,) =
B, = f(a) € | By La restriction de f est ainsi légitimée. Notons f’ cette
restriction alors f’ est une bijection car elle est injective en tant que restric-
tion de l'injection f et surjective car b € |JB, = In b € B, = f(4,)
donc Ja € 4,, f(a) =bor f(a) = f'(a) dou f'(a) = 0.
Ainsi f’ établit bien une bijection de |J A, sur | Bj.
Toujours dans le second cas on a l'alternative (| B, )¢ = 0 ou (|J B,)¢ # 0.
e Si (UBn) = 0 ie. UB, = Y alors (JA,)¢ = 0. Sinon on aurait
(UAn)¢ # 0, on pourrait donc choisir a € X — [J A, et alors on aurait
@) €Y = UBy = 3n f(a) € Ba = f(As) = 3d’ € An f(a) =
f(d) = a=d €|JA, dot une contradiction. On a donc bien (| J A,)¢ =0
ie. |JA, = X et la bijection précédente f’ : |JA, = X — |UB, =Y con-
vient. Ce qu’il fallait démontrer.
e Si (UBp)¢ # 0 alors montrons que 'on peut restreindre g au départ a
(U Bn)¢, qui n’est pas vide, et a larrivée a (|J A,)¢. En effet b € (| By,)¢ =
g(b) € (UAy)¢. Sinon on aurait g(b) € |JA, = In g(b) € A,,. D’ou 2 cas
qui meneraient tous les 2 a une contradiction :
oun = 0 et alors on aurait g(b) € Ag = X — ¢g(Y) d’out une contradiction
carbe (UBp)CY = g(b) € g(Y)
oun > 1 et alors on aurait g(b) € A, = g(Bp—1) = 3’ € B,—1 g(b) =
g(t') or g est injective d’olt on aurait b = b’ € B,,_1 et par suite b € | J By,
d’ott une contradiction. Par conséquent on a bien g(b) € (| An)¢ ce qui, par
ailleurs, entraine (|J A4,)¢ # 0.
La restriction de g est ainsi légitimée. Notons-la ¢’, donc ¢’ : (| Bn)¢ —
(UAn)°. ¢ est injective en tant que restriction d’une injection et elle est
surjective car a € (JAn)® = (Ag U A1 U Ay....)¢ = AF N AT N AS.. =
g(Y)N(ASN4S...) = a € g(Y)eta € (] AS. Parsuite b€ Y g(b) = aet
n>1
g(b) =a € m AS = ﬂ (9(Bn—1))¢ =(décalage de 'indice n) ((g(Bn))¢ =
n>1 n>1

(Ug(Ba)* = (9(UBn)". Do g(b) = a € (g(UBa)* = b € (UBn)".
Sinon on aurait b € |J B, et donc g(b) = a € g(|J Bn) ce qui contredirait
g(b) =a € (g(lU Bn))¢. Ainsi on a bien b € (| B,)¢ d’ou ¢'(b) = g(b) = a et
g’ établit bien une bijection de (|J B,)¢ sur (|J An)°.
Il ne reste plus qu’a "recoller les morceaux” pour expliciter une bijection F'
de X sur Y définie pour tout a € X par
F(a) = f'(a) sia € UA, et F(a) = (¢')"1(a) sia € (JA4n)".
En effet X est formé de 2 parties non vides disjointes |J A, et (| A, )¢ tout
comme Y est formé des 2 parties non vides disjointes | J By, et (|JBp)¢ et
comme f’ est une bijection de |J A, sur |J B, tout comme (¢’)~! est une
bijection de (|JA4,)¢ sur (| Bp)© il est clair que F est une bijection de X
sur Y. Ce qu’il fallait démontrer.

Finalement on a bien montré dans tous les cas que X et Y sont



équipotents i.e. qu’il existe une bijection de X sur Y.

La relation binaire R définie dans la collection des ensembles NON
VIDES par X RY <= ”il existe une injection de X dans Y est trivialement
réflexive, transitive et elle permet de définir sans difficulté une relation r sur
les classes d’équipotence des ensembles NON VIDES encore appelées car-
dinaux AUTRES QUE 0 en posant, si z = card(X) # 0 et y = card(Y) # 0,
zry <= X RY . Le théoréeme de Cantor-Bernstein montre que cette derniere
relation r est ANTISYMETRIQUE et que finalement c’est une relation d’or-
dre dans la classe des cardinaux AUTRES QUE 0, que ’on peut prolonger
par une relation p a la classe de tous les cardinaux (y compris 0) en posant
xpy < x =y = 0 ou bien =z et y # 0 et xry. Plus simplement, si on
adopte la notation G, (respectivement G,) pour le graphe de la relation
r(respectivement p) dans la classe des cardinaux non nuls(respectivement
dans la classe des cardinaux) alors G, = G, [J{(0,0)}. On vérifie facilement
que la relation p, sur la classe des cardinaux, est bien une relation d’ordre.
Grace a la théorie des ordinaux on peut méme montrer que cette relation
p est un ordre TOTAL dans la classe des cardinaux, mais, cette fois, en
recourant a ’axiome du choix.



